DZIAL 10 - DOWODY ALGEBRAICZNE

Zad. 10.1 (4, czerwiec 2013) [4p.]

Wykaz, ze prawdziwa jest réwnoscé

§/9+x/%+ 3/9—@:3.

Rozwigzanie:
L= %/9 + v80+ %/9 — 80 = \3/9 + 45+ \3/9 — 45 = Chcemy zwingc¢ to co jest pod pierwiastkiem we wzor

skroconego mnozenia na trzecig potege. W tym celu rozbijamy wyrazenia pod pierwiastkami tak, zeby pasowaly do wzoru
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Zad. 10.2 (5, maj 2009) [3p.]
Wykaz, ze jezeli A = 34V2+2 | B = 32‘/5"'37 to B = 9V/A.

Rozwigzanie:

B:32~32\/§+1 :9.(34\/§+2)% :9(A)
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Zad. 10.3 (8, maj 2018) [3p.]
Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej k i dla kazdej liczby catkowitej m liczba

k3m — km?

jest podzielna przez 6.

Rozwigzanie:
E3m —km3 = km - (k? —m?) = Dodajemy i odejmujemy 1, Zeby moc rozdzieli¢ to wyrazenie na dwa.
=km-(k>-14+1-m?) =km-(k*—1)+km- (1 —-m?) = Oddzielamy k od m, a nastepnie korzystamy ze

2 2
wzoru na a* — b*

=km-(k*=1)—km-(m?>=1)=km-(k—1)(k+1)—km-(m—1)(m+1)



k—1, k, k+ 1 to 3 kolejne liczby catkowite, wiec ich iloczyn jest podzielny przez 3! = 6.
Analogicznie iloczyn m — 1, m, m + 1 jest podzielny przez 6.

Réznica dwdch liczb podzielnych przez 6 jest podzielna przez 6.

Zad. 10.4 (1, maj 2011) [4p.]
Uzasadnij, ze dla kazdej liczby catkowitej k liczba
kS — 2k* + k?

jest podzielna przez 36.

Rozwigzanie:
B — 2kt k2 =k (R — 2%+ 1) = k% (k2 —1)2 = k2 [(k—1) - (k+ D2 =[(k—1) - k- (k+1)]?

k—1, k, k41 to 3 kolejne liczby caltkowite, wiec ich iloczyn jest podzielny przez 3! = 6. Zatem liczba (k—1)-k-(k+1)

jest podzielna przez 6, stad podniesiona do kwadratu jest podzielna przez 36.

Zad. 10.5 (9, czerwiec 2019) [3p.]
Udowodnij, ze dla kazdej liczby nieparzystej n wyrazenie
n® —3n* —n+19

jest podzielne przez 16.

Rozwigzanie:

n®=3nt—n+19=n°-3n"-—n+3+16=n*"-n-3)—1-(n—-3)+16=(n—-3)-(n* —1)+ 16 =
=m-3)- M -1)n*+1)+16=Mn-3)(n—1)(n+1)(n>+1)+ 16

n jest nieparzysta, wiec liczby n — 3,n — 1,n 4+ 1,n? + 1 sa parzyste, wiec ich iloczyn jest podzielny przez 2* = 16.

Suma dwdch liczb podzielnych przez 16 jest podzielna przez 16.

Zad. 10.6 (8, lipiec 2020) [3p.]

Wykaz, ze dla kazdej liczby nieparzystej n wyrazenie n® — 3n* — n + 3 jest podzielne przez 16.

Wskazéwka (tym razem bez rozwigzania):

Przypomnij sobie zadanie 10.5



Zad. 10.7 (5, marzec 2022) [3p.]

Udowodnij, ze suma szescianéw trzech kolejnych liczb catkowitych niepodzielnych przez 4 jest liczba podzielna przez
36.

Rozwigzanie:

keZ
4k 4+ 1,4k + 2,4k + 3 - 3 kolejne liczby calkowite niepodzielne przez 4

(4k + 1)3 + (4k + 2)3 + (4k + 3)3 = 64k3 + 48k2 + 12k + 1 + 64k3 + 96k? + 48k + 8 + 64k° + 144k2 + 108k + 27 =

= 192k3 +288k2 + 168k + 36 =  Sprébujemy wyciagnad 36 przed nawias z jak najwiekszej czesci tego wyrazenia. W
tym celu rozbijamy sktadniki niepodzielne przez 36

= 180k3 + 288Kk2 + 144k + 36 + 12k3 + 24k = 36(5k> + 8k% + 4k + 1) + 12k(k? + 2)
5k% + 8k? + 4k + 1 to liczba calkowita, wiec liczba 36(5k + 8k? 4- 4k + 1) jest podzielna przez 36
wiec wystarczy pokazaé, ze liczba
k(k* +2)
jest podzielna przez 3 dla kazdego k € Z ~ Wiedy liczba 12k(k* + 2) jest podziclna przez 12 -3 = 36
Niech m € Z
Jezeli k = 3m, to
k(k* +2) = 3m(9m? + 2)
jest podzielna przez 3 jako iloczyn liczby 3 i liczby calkowitej
m(9m? + 2).
Jezeli k =3m+ 1, to
k(k* +2) = (3m+1)[(3m +1)* + 2]

= (3m + 1)(9m? + 6m + 3)

=3(3m +1)(3m? +2m + 1),
jest wiec podzielna przez 3 jako iloczyn liczby 3 i liczby catkowitej

(3m + 1)(3m? 4 2m + 1).
Jezeli k =3m + 2, to
k(k* +2) = (3m +2)[(3m + 2)* + 2]

= (3m + 2)(9m? + 12m + 6)

=3(3m +2)(3m? + 4m + 2),
jest wiec podzielna przez 3 jako iloczyn liczby 3 i liczby calkowitej

(3m + 2)(3m? + 4m + 2).

W ten sposob rozwazylismy wszystkie calkowite k
Zatem 12k(k? + 2) jest podzielne przez 36.
Suma dwdéch liczb podzielnych przez 36 jest podzielna przez 36.



Zad. 10.8 (6, marzec 2021) [3p.]

Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej = wiekszej od 2 i dla kazdej liczby rzeczywistej y prawdziwa jest nieréwnosé

522 — 62y + 3y% — 2z — 4 > 0.

Rozwigzanie:

522 —6xy+3y?—2x—4 >0 Rozbijamy to wyrazenie na wiecej skladnikéw, zeby pojawil sie wzér skréconego mnozenia
. . . . s . . ) c .
3x2 —6xy+3y% +22%2 — 22 —4 >0 Teraz mozemy zwingé we wzor i roztozyé wielomian 2x? — 2x — 4 na czynniki

(V32 —V3y)2+2(x+1)(z—2) >0

Liczba (\/333 —/3y)? jest kwadratem liczby rzeczywistej, wiec jest nieujemna.
Liczba 2(z + 1)(xz — 2) jest dodatnia, poniewaz x > 2.

Suma liczby dodatniej i liczby nieujemnej jest dodatnia.

Zad. 10.9 (3, czerwiec 2014) [3p.]

Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x i kazdej liczby rzeczywistej y prawdziwa jest nieréwnosé

r(z—1)+yly—1) >zy -1

Rozwigzanie:

zx—-1)+yly—1)zzy—1

-+ —y—ay+1>0]-2

222 —2x4+2y2—2y—22y+2 >0 Rozbijamy 222, 2y% i 2 na dwa skladniki, zeby dalo sie zwingé we wzory skréconego mnozenia
22 —2zy+yP+a? -2+ 1+9%2-2y+1>0

(2= 9P+ (@ =12+ (17 >0

Kwadraty liczb rzeczywistych podniesionych do kwadratu sa nieujemne wiec ich suma tez jest nieujemna.

Zad. 10.10 (8, maj 2015) [3p.]

Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej  prawdziwa jest nieréwnosé

2t — 22— 20 +3>0.

Rozwigzanie:

2t —22—2x4+3>0 Jesli mamy udowodnié, e jakies wyraienie jest > 0 to zazwyczaj



2t =222+ 1422 -224+1+1>0 musimy szukal jak najwiecej wzoréw skréconego mnozenia
(22 =122+ (z—-1)2+1>0

Liczba (22 — 1)? jest nieujemna.

Liczba (z — 1)? jest nieujemna.

Suma dwdéch liczb nieujemnych i jednej dodatniej jest dodatnia dla kazdej liczby rzeczywistej x.

Zad. 10.11 (7, maj 2017) [3p.]

Udowodnij, ze dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych x,y prawdziwa jest nieréwnosc¢

22y? 4+ 222 + 2% — 8xy +4 > 0.

Rozwigzanie:

22y 4+ 222 + 2y® — 8wy +4 >0

222 — day + 2y% + 2%y? —day +4 >0

(V22 —v2y)* + (2y —2)* > 0

7 zatozenia wiemy, ze x # y, wiec (v2z — v/2y)? > 0.
(xy — 2)? jest liczba nieujemna.

Suma liczby dodatniej i liczby nieujemnej jest dodatnia.

Zad. 10.12 (7, czerwiec 2017) [3p.]

Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x i dla kazdej liczby rzeczywistej y prawdziwa jest nieréwnosé

522 + y? — dzy + 62 + 9 > 0.

Rozwigzanie:

5202 + 9> —4ay +6x4+9>0

42?2 —day + > + 22 + 62y +9>0
2r—y)?+(x+3)2>0

Liczby (2x —y)? i (z + 3)? sa nieujemne dla kazdych rzeczywistych x i y.

Suma liczb nieujemnych jest nieujemna.



Zad. 10.13 (5, czerwiec 2013) [3p.]
Uzasadnij, ze jezeli 2a + b > 0, to 2a® + b3 > 3a2b.

Rozwigzanie:

1 sposéb:

203463 > 3a%b W poleceniv mamy informacje o 2a + b, wiec musi sie to gdzies pojawic w nieréwnosci do udowodnienia

2a3 + b3 —3a%b >0 Staramy sie tak pogrupowad wyrazy, Zeby nawias 2a + b mdogl sie pojawicé

2a34+a2b—4a?b+b% > 0  Tworzymy takq pare, Ze liczba stojaca przy pierwszym skladniku jest dwa razy wieksza od tej stojacej
a®(2a + b) — b(4a® — b2) >0 przy drugim, tak samo jak w 2a + b

a?(2a +b) —b(2a —b)(2a +b) >0 Mozemy teraz wyciggnac 2a + b przed nawias.

(2a + b)(a? — 2ab + b*) >0

(2a+ b)(a —b)? >0

2a + b > 0 z zalozenia
(a — b)? to kwadrat liczby rzeczywistej, wiec jest nieujemna

Tloczyn dwéch liczb nieujemnych jest nieujemny.

2 sposéb:

Wychodzimy od zawsze prawdziwe]j nieréwnosci dla a,b € R
(a—b)2>0

(2a+b)(a —b)> >0 Dalej zawsze prawdziwa nieréwno$é
(2a + b)(a® — 2ab + b?) > 0

2a® — 4a®b + 2ab* 4 a®b — 2ab* + b* > 0

2a® — 3a*b+ b2 >0

2a% + b% > 3a%b

Zatem ta nieréwnos¢ tez jest prawdziwa dla kazdych rzeczywistych a i b

Zad. 10.14 (7, maj 2012) [3p.]

Udowodnij, ze jezeli a + b > 0, to prawdziwa jest nieréwnoéé a® + b > a2b + ab?.

Rozwigzanie:

a’ + b3 > a®b + ab®

ad+ b3 —a?b+ab? >0 Korzystamy ze wzoru na a® + b, bo ten wzdr pozwala zamienié dodawanie na mnozenie
(a+ D) (a2 —ab+ b2) —abla+b) >0 i uzycie tego wzoru sprawia, Ze pojawia si¢ wspdlny nawias a + b

(a+0b)(a® —ab+b* —ab) >0



(a+b)(a® —2ab+b%) >0
(a+b)(a—0)2>0

a+ b >0 z zalozenia
(a — b)? jest nieujemna jako kwadrat liczby rzeczywistej

Tloczyn dwoch liczb nieujemnych jest liczba nieujemna.

Zad. 10.15 (4, maj 2014) [3p.]

Udowodnij, ze dla kazdych dwoch liczb rzeczywistych dodatnich x,y prawdziwa jest nieréwnosc¢

L Y
1)— 1)=>2
@+ )] ++1)?

Rozwigzanie:

(z+1)-5+@+1)-2>2] ay

Mozemy pomnozy¢ obustronnie przez xy, bo x i y sa dodatnie wiec wiemy, ze znak nieréwnoéci sie nie zmieni
(x+1)- 22+ (y+1) y> > 2wy

22+ 2?4+ g3 +y? > 2y

2 4+yd+2?—22y+9y2 >0

B 4+yP+(z—y)? >0

x iy sa dodatnie wiec 22 > 0112 >0

(x — y)? to liczba rzeczywista podniesiona do kwadratu wiec jest nieujemna

Suma dwdch liczb dodatnich i liczby nieujemnej jest dodatnia.

Zad. 10.16 (13, grudzien 2014) [3p.]

Wykaz, ze jezeli a > b > 1, to
a b

2ra 2108

Rozwigzanie:

_a - _b_

2+a3 < 2453

Mozemy pomnozy¢ obustronnie przez mianowniki, bo sa one dodatnie wiec wiemy, ze znak nieréwnosci sie nie zmieni.
a(2+b%) < b(2+ a?)

2a + ab® < 2b+a3b W poleceniu mamy, Ze a > b, wicc pewnie bedzie nam potrzebny nawias (a — b)

2a — 2b < a3b — ab®



2(a — b) < ab(a® — b?)

2(a—b) < abla —b)(a+b) | : (a — b) Mozemy podzielié¢ przez (a —b), bo a > b, wieca—b >0
ab(a +b) > 2

a?b+ab® > 2

a’b>1 i ab®>1, boa>1ib>1. Stad ab+ab® > 2.

Zad. 10.17 (8, czerwiec 2020) [3p.]
Liczby dodatnie a i b spelniaja réwnoéé a? + 2a = 4b% + 4b. Wykaz, ze a = 2b.

Rozwigzanie:

a4+ 2a = 4b%2 +4b  Tym razem bedziemy musieli stworzyé nawias (a - 2b)

2a — 4b+ a® — 4b> =0

2(a —2b) + (a — 2b)(a+2b) =0

(a—2b)(a+20+2)=0

a=2b lub a+2b=-2

Roéwnosé a + 2b = —2 jest sprzeczna z warunkami zadania, bo a i b sa dodatnie, a suma liczb dodatnich nie moze
by¢ ujemna.

Zatem a = 2b

Zad. 10.18 (6, czerwiec 2012) [3p.]

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ i d prawdziwa jest nieréwnosé

ac+bd < a2 +b2 -\ + d2.

Rozwigzanie:

ac+bd < Va2 +b2-Ve2+d2  Podnosimy obustronnie do kwadratu

Mozemy podnie$¢ obustronnie do kwadratu, bo obie strony tej nieréwnosci sa dodatnie  Jakby nie byly to bysmy nie mogli!
a?c?® + 2achd + b?d? < (a® +b?) - (® + d?)

a?c? + 2achd + b2d? < a?c? + a?d? + b2c? + b2d?

0 < a?d? — 2adbe + b*c?

(ad — bc)? >0

Kazda liczba rzeczywista podniesiona do kwadratu jest nieujemna, wiec ta nieréwnosé jest zawsze prawdziwa.



Zad. 10.19 (8, czerwiec 2016) [4p.]

Wykaz, ze dla a,b,c,d > 0 prawdziwa jest nierownosé

Va+b-vVe+d>ac+ Vbd

Rozwigzanie:

Va+b-ve+d > Jac+ Vbd
(a+b)(c+d) > ac+ 2v/ac - Vbd + bd
ac+ ad + be + bd > ac + bd + 2\/ac - V/bd
ad + be — 2v/ad - v/be > 0
(Vad — vbe)> > 0

Kazda liczba rzeczywista podniesiona do kwadratu jest nieujemna, wigc ta nieréwnosc¢ jest prawdziwa dla wszystkich
a, b,c,d>0

Zad. 10.20 (6, czerwiec 2018) [3p.]

Dodatnie liczby rzeczywiste a i b takie, ze a > b, spelniajg warunek
a—>b 1
logy | —— | = = (logy a + log, b) .
3 2
Wykaz, ze dla liczb a i b prawdziwa jest réwnosé a? + b% = 11ab.

Rozwigzanie:

= % (logg a +logy b)  Korzystamy ze wzordw z logarytmow

—~
7
o
~— ~—
Il
o~

0g2(Va - b) Podstawy tych logarytmdw sq takie same, wiec wystarczy pordwnad liczby logarytmowane

(a —b)? = 9ab
a? — 2ab+ b% = 9ab
a?+bv% = 1lab



Zad. 10.21 (8, maj 2019) [3p.]

Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych z i y, takich ze x < y, i dowolnej dodatniej liczby

rzeczywistej a, prawdziwa jest nieréwnosé
T+a
+459
y+a x

Rozwigzanie:

e+ L>2
Mozemy pomnozy¢ obustronnie przez mianowniki, bo sa one dodatnie wiec wiemy, ze znak nieréwnosci sie nie zmieni.
(z+a)z+y(y+a) > 22(y + a)

2% + ax +y? + ay > 2y + 2azx

2?2 — 22y +y% +ay —ax >0

(x—y)+aly—=z)>0

(r—y)?>0 i aly—2z)>0,boy>zia>0

Suma dwdch liczb dodatnich jest liczba dodatnia wiec ta nieréwnoéé jest prawdziwa.

Zad. 10.22 (4, maj 2023) [3p.]
Liczby rzeczywiste x oraz y spelniaja jednocze$nie rownanie = + y = 4 i nieréwnosé

23— 2%y < wy? — o,

Wykaz, ze x = 2 oraz y = 2.

Rozwigzanie:

z+y=4 = y=4—zx Wyliczamy y z réwnania, Zeby wstawié¢ go do nierownosci.
-2 (d-2)<x(d—-2)?—(4—-2)}

23 —42? + 23 < 2(16 — 8z + %) — (64 — 48x + 1222 — 23)

223 — 4a? < 16x — 82 + 23 — 64 + 48x — 1222 + 23

1622 — 642+ 64 <0

(4r —8)2 <0

Kwadrat liczby rzeczywistej jest zawsze nieujemny, wigc zeby ta nieréwnos$é¢ byta spelniona to:
dr—-8=0 = x=2

y=4—-2=2

10



Zad. 10.23 (8, maj 2016) [3p.]

Wykaz, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych x i y takich, ze x? + 32 = 2, prawdziwa jest nieréwnosé

Tty <2

Rozwigzanie:

4y <2 Obie strony nieréwnosci sa dodatnie, wiec mozna podnie$¢ obustronnie do kwadratu
(z+y)? <4

22+ y? +22y <2-2 Korzystamy z podanego w poleceniu réwnania

2?2 +y? 4+ 22y <2- (22 +4?)

2?2 4+ y? + 22y < 222 4+ 292

a? = 2wy +y*> >0

(z-y)?*=0

Kazda liczba rzeczywista podniesiona do kwadratu jest nieujemna, wiec ta nieréwnosé jest prawdziwa dla dowolnych
z,y € R

Zad. 10.24 (5, czerwiec 2024) [3p.]

Wykaz, ze dla kazdej liczby dodatniej a i kazdej liczby dodatniej b takich, ze a + b = 1, prawdziwa jest nieréwnosé
1 1 4
—t— > .
2a+b a+2b7 3

Rozwigzanie:
a+b=1 = b=1-a

ﬁ + a_:% > % Mnozymy obustronnie przez (2a + b) - (a + 2b). a i b sa dodatnie wiec ten iloczyn tez jest dodatni.

Stqd, Ze to wiemy mozemy pomnozy¢ obustronnie tq nierownosé, bo wiemy Ze nie odwracamy znaku.
a+2b+2a+b>3%(2a+0b)- (a+2b)
3a+3(1—a)>3-(2a+1—a) (a+2—2a)
3>4.(a+1)-(2-a) |3
9>4-(2a—a®>+2—a)
9>4-(—a’+a+2)
9> —4a® +4a+8
40> —4a+1>0
(2a—1)2>0
Ta nier6wno$c¢ jest prawdziwa dla kazdego rzeczywistego a

Stad nieréwnosé ﬁ + ﬁ > % jest prawdziwa dla wszystkich rzeczywistych, dodatnich a i b, takich ze a +b =1

11



Zad. 10.25 (5, czerwiec 2016, formutla przed 2015) [3p.]

Wykaz, ze jesli a, b, ¢ sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi takimi, ze a + b+ ¢ = 0, to

3(a> + 02 + %) = (a—b)? + (b—c)* + (c — a)?

Rozwigzanie:

a+b+c=0

(a+b+c)?=0

a? +b% + c® + 2ab + 2bc + 2ca = 0
a? +b? + c® = —2ab — 2bc — 2ca

a4+ +c)=(a—-b2*+(b—0c)?+(c—a)?

P=a?—-2ab+b%4+b%—2bc+ 2+ —2a+a?=
2a2 4 202 + 2¢% — 2ab — 2bc — 2ca =
=2a2 +20* +22 + a2+ ¥+t =3 +v*+c2) =1L

Zad. 10.26 (2, maj 2011) [4p.]
Uzasadnij, ze jezelia #b,a# c,b#cia+b=2c, to

Rozwigzanie:

A+ bfc =2 Mnozymy obustronnie przez mianowniki
ab — ac+ ab—bec=2(a—c)(b—c)

2ab — ac — bc = 2ab — 2ac — 2bc + 2¢?

ac + be = 2c2

c(a+b) = 2¢2

c-2c=2c?

2¢% = 2¢2

L=P

12



Zad. 10.27 (3, grudzien 2022) [3p.]

Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x oraz dla kazdej liczby rzeczywistej y, spetniajacych warunek x +y > 1,
prawdziwa jest nieréwnosc¢
23+ 20y + 92 > 2t +ay(z 4+ y) + %

Rozwigzanie:
Zagmiemy sie tylko tq drugq nieréwnosciq i bedziemy chcieli, pojawita sie w niej lewa strona nieréwnosci podanej
w poleceniu, Zebysmy mogli skorzystac z podanej nieréwnosci.
3 3 2 2> Korzus . . yru skréc SN e 3 ]3
oty — acy(:c + y) —x*4+2xy—y* >0 Korzystamy ze wzoru skroconego mnozenia na a° + b

(x+y)(z? —zy+9%) —2y(z +y) — (22 — 22y +y2) > 0 Dzicki temu otrzymujemy wspdlny czynnik ktéry mozemy
wyciggngc przed nawias.

(@ +y)[(2® =2y +y%) —ay] — (@ —y)* > 0

(z+y)(@® =22y +y°) = (z—y)* >0

(@+ylr—y)?—(z-y)?=0

(z—y?*(z+y—-1)=0

(x —y)? > 0 jako kwadrat liczby rzeczywistej x+y—12>0 z zalozenia

Tloczyn dwoch liczb nieujemnych jest nieujemny.

Zad. 10.28 (2, maj 2025) [3p.]

Wykaz, ze dla kazdej dodatniej liczby rzeczywistej a i dla kazdej dodatniej liczby rzeczywistej b takich, ze b # %a,
prawdziwa jest nieréwnosé
(a+2b)% > 8a*b + 16ab>.

Rozwigzanie:

(a +2b)3 > 8a?b + 16ab®>  Wzor skroconego mnozenia na (a + b)?

a® + 6a?b + 12ab? + 8b> > 8a?b + 16ab?

a® — 2a%b — 4ab® 4 83 > 0

a®(a —2b) — 4b%*(a — 2b) > 0

(a —2b) - (a® — 4b%) > 0 Corzystamy ze wzoru skréconego mnozenia na (a® — b?)
(a—2b)-(a—2b)-(a+2b) >0

(a—2b)%-(a+2b) >0

(a — 2b)? to liczba dodatnia, bo jest to kwadrat liczby rzeczywistej i z zalozenia a # 2b
(

a + 2b) to liczba dodatnia, bo a i b sa dodatnie.
Tloczyn dwéch liczb dodatnich jest dodatni.
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Zad. 10.29 (5, zbiér CKE 2023) [4p.]

Suma liczb catkowitych z i y jest podzielna przez 3.

Wykaz, ze suma szeScianéw liczb = i y jest podzielna przez 9.

Rozwigzanie:

2?4+ = (z+y)(a® —zy+y°) =

y . , . , . . . . . . y . , . 9 <

Mamy iloczyn dwdch liczb, z ktorych wiemy Ze jedna jest podzielna przez 3. Musimy wykazac tylko, e 2% — xy + v

jest podzielne przez 3. W tym celu chcemy zZeby w tym nawiasie réwniez pojawilo sie (x +vy). MozZemy to zrobié
tworzgc tam wzor skroconego mnozenia.

=(x+y)(x®+2xy+y? —2xy—zy) = Dodajemy a potem odejmujemy 2xy, zeby dalo sie zwingé we wzdr, ale nie
zmieniajgc warto$ci wyrazenia

= (z +y)[(z +y)? — 3zy]

(x + y) jest podzielne przez 3 z zalozenia. Stad (z + y)? réwniez.

3zy jest podzielne przez 3 jako iloczyn 3 i liczby catkowitej.

Réznica liczb podzielnych przez 3 jest podzielna przez 3. Zatem (x + y)? — 3xy jest podzielne przez 3.
Tloczyn dwdch liczb podzielnych przez 3 jest podzielny przez 9.

Zad. 10.30 (6, czerwiec 2022) [3p.]

Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x i dla kazdej liczby rzeczywistej y takich, ze x # y, spelniona jest nieréwnosé

ot gyt >xy(x2+y2)

Rozwigzanie:

ot +yt >y (x2 + y2)

ot +yt > 23y + ay?

2t — 3y +yt — 2y >0

wz—y)—y’(@—y) >0

(z—y)@® —y*) >0

(z =y —y)(@® +ay+y?) >0

(z —y)?*(@® +ay +y?) >0

(x — y)? to liczba dodatnia, bo kwadrat kazdej liczby rzeczywistej jest nieujemny, a  # y wiec ta liczba nie moze
by¢ réwna 0.

f@) =22+ zy+y% Traktujemy to jako funkcje kwadratowq, gdzie y traktujemy jak liczbe, a x jak niewiadomg
a>0

A =y? — 4y? = —3y?
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Jedli y # 0 to A < 0, wiec 22 + 2y + y? > 0 dla kazdego x

Jesliy=0to A=0. 2z #y, wiecz? +zy+1y> =22 >0

Zatem liczba 12 + 2y + 32 jest dodatnia dla kazdych rzeczywistych z i y takich, ze x # y.
Tloczyn dwdch liczb dodatnich jest liczba dodatnia.

Zad. 10.31 (5, czerwiec 2023) [3p.]

Wykaz, ze dla kazdej dodatniej liczby rzeczywistej a prawdziwa jest nieréwnoscé

1
a2+—6212.
a

Rozwigzanie:

a?+ 8 >12]q a>0

Mozemy pommnozyé nieréwnosé obustronnie przez a bo wiemy, ze jest wieksze od 0
a®+16 > 12a
a®—12a+16>0

a® —4a—8a+16 >0 Rozkladamy ten wielomian na czynniki grupujac odpowiednio wyrazy. Mozna to réwnie?
zrobi¢ schematem Hornera.

a(a®? —4)—8(a—2)>0
ala—2)(a+2)—8(a—2)>0

(a—2) (a®+2a—-8) >0

(a—2) (a— )(a+4)>0

(a—2)2 (a+4)>

(a — 2)? to liczba nieujemna jako kwadrat liczby rzeczywistej

(

a + 4) to liczba dodatnia, bo a jest dodatnie

Tloczyn liczby nieujemnej i liczby dodatniej jest nieujemny.

Zad. 10.32 (6, czerwiec 2022) [3p.]

i1/(14—|—b4 S \/a2+b2
2 - 2

jest spelniona przez wszystkie liczby rzeczywiste a i b.

Wykaz, ze nieréwnosé

Rozwigzanie:

Sposéb 1:
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Obliczmy érednia arytmetyczna i kwadratowa a? i b2:

2 2
4 ; . a’+b
$rednia arytmetyczna : =

$rednia kwadratowa : \/(“2)2;@2)2 — \/‘14‘2“’4

Korzystamy z zaleznosci pomiedzy Srednimi (mozna jg znaleZé w tablicach matematycznych)
41 p4 2432 . . s s . .

\/% > % Obie strony nieréwnosci sa dodatnie
Pierwiastkujemy obustronnie

a/a*+bt a?+4b?
=

Otrzymalismy nieréwnosé ktora byta do udowodnienia.

Sposéb 2:

4 4 2 2 . . , s . .
v/ % > % Obie strony nieréwnosci sa dodatnie

Podnosimy obustronnie do czwartej potegi

a4+b4 > a4+2a2b2+b4
2 = 4

20426 _ a?4+2a%0° 40 o 0
4 4 =

a*—2a2b>+b*

=20

a2 —p2)2
@12 5

(a® — b%)? jest liczba nieujemny jako kwadrat liczby rzeczywistej, wiec ta nieréwnoéé jest spetniona przez wszystkie
liczby rzeczywiste a i b
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