DZIAL 10 - DOWODY ALGEBRAICZNE

Zad. 10.1 (4, czerwiec 2013) [4p.]

Wykaz, ze prawdziwa jest réwnoscé

§/9+x/%+ §/9—¢§:3.

Zad. 10.2 (5, maj 2009) [3p.]
Wykaz, ze jezeli A = 34V2+2 | B = 32V2+3 {0 B = 9\/A.

Zad. 10.3 (8, maj 2018) [3p.]
Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej k i dla kazdej liczby calkowitej m liczba

k3m — km?

jest podzielna przez 6.

Zad. 10.4 (1, maj 2011) [4p.]
Uzasadnij, ze dla kazdej liczby catkowitej k liczba

kS — 2kt + k2

jest podzielna przez 36.

Zad. 10.5 (9, czerwiec 2019) [3p.]

Udowodnij, ze dla kazdej liczby nieparzystej n wyrazenie
n® —3nt —n+19

jest podzielne przez 16.



Zad. 10.6 (8, lipiec 2020) [3p.]

Wykaz, ze dla kazdej liczby nieparzystej n wyrazenie n® — 3n* — n + 3 jest podzielne przez 16.

Zad. 10.7 (5, marzec 2022) [3p.]

Udowodnij, ze suma szescianéw trzech kolejnych liczb catkowitych niepodzielnych przez 4 jest liczba podzielng przez
36.

Zad. 10.8 (6, marzec 2021) [3p.]

Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x wiekszej od 2 i dla kazdej liczby rzeczywistej y prawdziwa jest nieréwnosé

522 — 6xy + 3y% — 2z — 4 > 0.

Zad. 10.9 (3, czerwiec 2014) [3p.]

Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej = i kazdej liczby rzeczywistej y prawdziwa jest nieréwnosé

zx—1)4+yly—1) >ay—1.

Zad. 10.10 (8, maj 2015) [3p.]

Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej  prawdziwa jest nieréwnosé

2t — 22— 22 +3>0.

Zad. 10.11 (7, maj 2017) [3p.]

Udowodnij, ze dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych x,y prawdziwa jest nieréwnosc¢

22y? 4 22% + 2% — 8y + 4 > 0.

Zad. 10.12 (7, czerwiec 2017) [3p.]

Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x i dla kazdej liczby rzeczywistej y prawdziwa jest nieréwnosé

522 + y* — dxy + 62 +9 > 0.



Zad. 10.13 (5, czerwiec 2013) [3p.]
Uzasadnij, ze jezeli 2a +b > 0, to 2a% + b% > 3a2bh.

Zad. 10.14 (7, maj 2012) [3p.]

Udowodnij, ze jezeli a + b > 0, to prawdziwa jest nieréwnosé a® + b > a?b + ab?.

Zad. 10.15 (4, maj 2014) [3p.]

Udowodnij, ze dla kazdych dwoch liczb rzeczywistych dodatnich x, y prawdziwa jest nieréwnoscé

x Y
- NL>2
(z + )y+(y+ )x>

Zad. 10.16 (13, grudzien 2014) [3p.]

Wykaz, ze jezelia > b > 1, to
a b

25 208

Zad. 10.17 (8, czerwiec 2020) [3p.]
Liczby dodatnie a i b spetniaja réwnosé a? + 2a = 4b® + 4b. Wykaz, ze a = 2b.

Zad. 10.18 (6, czerwiec 2012) [3p.]

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ i d prawdziwa jest nieréwnosc¢

ac+bd < \/a2+b2~\/c2+d2.

Zad. 10.19 (8, czerwiec 2016) [4p.]

Wykaz, ze dla a, b, c,d > 0 prawdziwa jest nierownosé

Va+b-vetd>ac+ Vid



Zad. 10.20 (6, czerwiec 2018) [3p.]

Dodatnie liczby rzeczywiste a i b takie, ze a > b, spetniajg warunek

a—>b 1
logQ( 3 ) = §(log2a+1og2b).

Wykaz, ze dla liczb a i b prawdziwa, jest réwnosé a® 4 b? = 11ab.

Zad. 10.21 (8, maj 2019) [3p.]

Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych x i y, takich ze x < y, i dowolnej dodatniej liczby
rzeczywistej a, prawdziwa jest nieréwnosé
r+a Y
+=>2
yt+a x

Zad. 10.22 (4, maj 2023) [3p.]

Liczby rzeczywiste x oraz y spelniaja jednocze$nie réwnanie x + y = 4 i nieréwnoscé

23— 22y < zy? — o

Wykaz, ze x = 2 oraz y = 2.

Zad. 10.23 (8, maj 2016) [3p.]

Wykaz, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych z i y takich, ze x? + y? = 2, prawdziwa jest nieréwnosé

T+y <2

Zad. 10.24 (5, czerwiec 2024) [3p.]
Wykaz, ze dla kazdej liczby dodatniej a i kazdej liczby dodatniej b takich, ze a + b = 1, prawdziwa jest nieréwnosé
1 1 4

— > =,

2a+b a+2b 3

Zad. 10.25 (5, czerwiec 2016, formutla przed 2015) [3p.]

Wykaz, ze jesli a, b, ¢ sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi takimi, ze a + b+ ¢ =0, to

3>+ 4+ =(a—b*+(b—c)* +(c—a)



Zad. 10.26 (2, maj 2011) [4p.]
Uzasadnij, ze jezelia #b,a# c,b#cia+b=2c, to

Zad. 10.27 (3, grudzien 2022) [3p.]

Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x oraz dla kazdej liczby rzeczywistej y, spelniajacych warunek x +y > 1,
prawdziwa jest nieréwnosé
23+ 20y + 92 > 2t +ay(z 4+ y) + 2

Zad. 10.28 (2, maj 2025) [3p.]

Wykaz, ze dla kazdej dodatniej liczby rzeczywistej a i dla kazdej dodatniej liczby rzeczywistej b takich, ze b # %a,
prawdziwa jest nieréwnosé
(a+2b)* > 8a?b + 16ab?.

Zad. 10.29 (5, zbiér CKE 2023) [4p.]

Suma liczb catkowitych z i y jest podzielna przez 3.

Wykaz, ze suma szeSciandéw liczb = i y jest podzielna przez 9.

Zad. 10.30 (6, czerwiec 2022) [3p.]

Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x i dla kazdej liczby rzeczywistej y takich, ze x # y, spelniona jest nieréwnosé

x4+y4 > 2y (m2 +y2)

Zad. 10.31 (5, czerwiec 2023) [3p.]

Wykaz, ze dla kazdej dodatniej liczby rzeczywistej a prawdziwa jest nieréwnosé

1
a2+—6212.
a



Zad. 10.32 (6, czerwiec 2022) [3p.]

</a4+b4>\/a2+b2
2 - 2

jest spelniona przez wszystkie liczby rzeczywiste a i b.

Wykaz, ze nieréwnosé

Zad. 10.33 [3p.]

Dodatnie liczby rzeczywiste x oraz y spelniajg jednoczesnie réwnanie
r+y=206

oraz nieréwnosé

/823 + 8y3 < /8x2y + 8xy2.

Wykaz, ze
rT=y=3.
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